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УДК 629.195.1 М Е Х А Н И К А

©  В .Г . ШИРОНОСОВ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕУСТОЙЧИВЫХ СОСТОЯНИЙ, БИФУРКАЦИИ, 
ХАОСЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

(Представлено академиком А Д . Тихоновым 24 X 1989)

Вопрос об устойчивости неустойчивых состояний динамических систем, не со
держащих в явном виде малый параметр, хаосе и бифуркациях в них с некоторых 
пор все больше привлекает к  себе внимание [1—14]. Это обусловлено тем, что дан
ная проблема довольно часто возникает не только в математике, но и в различных 
областях механики и физики. В частности, особый интерес в последнее время приоб
рели задачи удержания атомных частиц в электродинамических ловуш ках [14].

Как правило, решение таких задач сводят к исследованию модельного урав
нения — уравнения маятника с вибрирующей точкой подвеса

( 1 )  х  + &гх  + (&о + & iC O sr)s in x  -  c o s (r  + i^ )cosx = 0 .

При малых углах отклонения х  и = 0 уравнение (1 ) приводится к  хорошо из
вестному уравнению Матье, которое допускает устойчивость неустойчивого состоя
ния перевернутого маятника (&0 <  0, &i Ф 0) вне зоны параметрического резо
нанса [2 ]. В 1982 г. авторы [6] на основе численного моделирования обнаружили 
устойчивые параметрически возбужденные колебания перевернутого маятника в 
зоне резонанса. Позднее [1, 4] были получены соответствующие зависимости ампли
туд колебаний от &0 , .

Помимо перечисленных, было рассмотрено множество других нетривиальных 
решений — колебательных, колебательно-вращательных, возникновение хаоса и 
т.д. [1, 3 ] .  Однако большое разнообразие методов [1—6] и исследование (1 ) с раз
ложением s in (x ), cos (х) в ряд по степеням малости затруднило сшивку частных 
решений, интерпретацию полученных результатов и понимание причин возникнове
ния хаоса, бифуркаций в системах, описываемых уравнениями типа (1 ).

Поэтому, учитывая два положения Пуанкаре [7, с. 75]' о том, что ” . .  .перио
дические решения являются единственной брешью, через которую мы могли бы 
попытаться проникнуть в область, считавшуюся недоступной” (1) и то, что ” . .  .пе
риодическое решение может исчезнуть, лишь слившись с другим периодическим ре
шением”, т.е. ” . .  .периодические решения исчезают парами подобно действитель
ным корням алгебраических уравнений” (1 1 ) , воспользуемся обобщением соот
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ветствующих методов для нахождения и исследования на устойчивость периоди
ческих решений (1) по критическим точкам функции действия [7—12].

Для этого перепишем уравнение (1) в лагранжевой форме

тэт d ы 0F
К1) J r V Ъ х / Ъх 0Х
где

(3) L  = т -  и, Т  = х 212, F = & rx 2/2,

U = — (&0 + &i Cost) cosx-— &_1cos(t + ip)sinx.

В общем случае х  может быть вектором. Будем искать решение (2) вблизи перио
дического решения на частоте а  в виде ряда

(5) х = х  + Б
п = 1

x„co s (пат) + - ^ ~  sin(nar) 
п а

где х 0, х п, у п в общем случае / ( г ) .
Учитывая зависимость х  = f  (хк, у к , х к , у к ) , можно получить в приближении 

медленно меняющихся амплитуд х к, у к за период 2тт/а следующие укороченные 
уравнения:

0S 0Я . _  9S ЪЯ
х к = — ------------------- > У к ~ ----------- --------- >

эУк дхк Ъхк Ъук
(6)

где

(7)

Уо =Х0, к =  1 , 2 , . . . , ° ° ,  и
(X 2irla

S = s - y l ,  s = (L )=  —  f  L dr,
2 n о

R =
l

У2о + -  2  (x2„ + y 2n) 
2  n = o

При вьшоде (6 ) учтено условие экстремальности функции действия (2 ). В перемен
ных амплитуда — фаза уравнения (6) примут вид:

i 0S . i as .
(8) фп =  -  ’ гп =  &.ггп>

пг„ Ъгп пгп Ъфп

х = х 0 + Б г„со&(пат -  фп).
п = 1

В переменных действие — угол 

0S 0S
(9) фп — "2 ’ Хп — Т7 2&j-Xn>

0Хп 

х  = х 0 + Б

9 Фп

2 Х п ^ 1/2
c o s ( « a r -  фп) .

Вернемся к  уравнению (1 ) , будем искать решение в виде (8 ) .  Используя 
представление cosx  = Re [ех р (гх )], формулы (8) и [15]

+ <»
(10) e x p [lr„ co s(« a r-  ф„)] = Б  J k (гп)ехр[Исп(пат + гг/2 -  фп) ] ,

к„
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получим 

(11) S =  2
n = i

n2a 2r„ J o  | 1 + оо + оо

9 2  n / fc" (r" ) x  L  fct,fc2... =— °° n = 1

X 2  S ^ f  ч — А.
(3 = —1 S knna 

/1 =  1

(1 + 6g) ■ COS
IT

Xq + 2  —■ — фп
/1 = 1 \2 “ 5sH Г  ± ‘P

где /*(/■„) — функции Бесселя, 5” — символ Кронекера.
Поиск периодических решений уравнений типа ( 1 ) ,  как следует из (6 ) ,  (8 ) ,  

(9 ) ,  при &г =  О сводится к отысканию и исследованию на устойчивость крити
ческих точек (11) по гп ,ф п, либо Хп,Фп(х„,Уп)  И Х0,Уо-

В наиболее простом случае — математического маятника, без учета трения 
и вибраций, результаты вычислений (8) по S  (11) с п = 1

(12) S  =
a 2r2 j o
——  + —  + £ 0./o(fi)cosXo

свидетельствуют о вполне удовлетворительной точности а  (г у) ,  так как ряд (11) 
быстро убывает с ростом индекса п при фиксированном значении аргумента гп . 
Относительная погрешность приближения а ^ )  даже при углах отклонения маят
ника х ~  160° не превышает 5,5% (см ., к  примеру, [5, с. 5 5 ] ) .

Введение продольной вибрации, как следует из выражения

Г a2r2 Jo  ч / тг \ фу'
(13) S =  --------  + -—  + S q/o^ iOcosXq + fii-A /a^O cosf х 0 + —  )cos-

2а

и (8 ) ,  приводит к  появлению двух типов критических точек. Первым соответст
вуют положения равновесия х 0 = ±итг, фу = 0, ±тг/2, 1/а — четные; вторым -  х 0 Ф 
Ф ± т ,  фу = 0, ±7г, 1/а -  нечетные, п = 0, 1 , 2 , . . .  (в частности, х 0 = ± (2 п + 1) при 
So = 0 ) ,  Поэтому учитывая сценарий ’’слияния” двух периодических решений по 
Пуанкаре (1 1 ), вследствие наличия второго типа критических точек х 0 Ф ±шг (би
фуркация периода 1/а = 2 <*=> 1/а = 1 ) , будем искать решение задачи о переверну
том маятнике ( S 0cosx0 <  0) вне и в зоне параметрического резонанса в виде

(14) х 0 -  *о  +ГуСО&(т/2 -  i//J) + r2c o s ( r -  ф2) .

Такое представление (14) даст выражение S  (11) точностью до п = 2. Ограничи
ваясь членами порядка при разложении /„(rfc) в S  (11) и используя перемен
ные х к, у к  ( 6 ) ,  можно получить соответствующие уравнения для нахождения точек 
равновесия и характеристических корней Х0 при малых &г в аналитическом виде. 
В случае х г = х 2 =уу = у 2 = sinx0 = j 0 = 0

| х 2 + ~ ~  [(1 — 4 S o )2 — 4 S i 2] | •{ 

+ i  ( l - S § ) [ S f 2 + 2 S ± ( l - S £ ) ]  j ,

•j X4 + —  (1 + S 5)2 +

где X = X0 + S r , S q, i = &0,ico s jc0 . Из первой скобки (15) получаем оценку верх
ней границы устойчивого решения 4 ( S f ) 2 <  (1 — 4 S o ) 2 , из второй — нижнюю 
( S * ) 2 >  2| S q (1 — S o ) I для перевернутого маятника (So  <  0) вне зоны пара
метрического резонанса.
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Рис. 1. Сценарий появления бифуркации для перевернутого маятника по Пуанкаре при &0 = 0. 
а) 0,5 < £ ,  <  0,61; б) графики зависимости х г 2 ( а , )

В случае х г Ф 0, у х = 0  ( * !  = 0, у х Ф 0 ) ,  из условий S'x = 0 (Sy = 0 ) ,  можно 
получить

4&о + 2 fif  — 1 ] (  2 4&о — 2&i — 1 3 \

2 .
(16) х \ = 6

(17)

2&J + 3&6
Я

X2 + —  (2&о + &i + 1) 
24

З&о - 2 & I  

/* (X) = о

Г ^ ( 2 & 5 - 2 & ! - ' 1 ) /у, (Х) = 0 у

где /х>у (Х ) = / (Х , &о)1( х ь  у ! ) .  Из (17) следует существование двух устойчивых 
состояний перевернутого маятника (&§ <  0) в зоне параметрического резонанса 
2 & f> 4| & o |  + l (2 | & fl> 4 | & o l+ 1 ) , отличающихся друг от друга только сме
ной знака £ j .

В наиболее простом случае с &0 = 0 точка бифуркации 1/а = 2 <=> 1/а = 1 
находится из совместного рассмотрения двух периодических решений по сценарию 
(1 1 ). Проводя аналогичные вьиисления вблизи точки равновесия х 0 = ± (2и +  1)я/2, 

x i ~У\ ~ У о = 0 можно получить решения с а -1 = 1

(18) х 2 =  ^  — + 2  = ^lSinXo, у 2 ~ 0 ,

неустойчивые по х 0, у 0 при \х2 1 я/2. Решая совместно (1 6 ), (18 ) можно опреде
лить соответствующую точку бифуркации из условия (см. рис. 1 );

(19) | * !(& i)f  + |*5(& 0Г = я/2, 
х *а г 5 9 ° , х| =  31°, S i  s  0,61.

В данном случае (с &0 = 0 ) появление бифуркации может одновременно 
привести к возникновению хаоса в системе (1) (см. рис. 1). Причиной могут послу-
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жить флуктуации, погрешности от макросистемы, используемой при физическом, 
аналоговом или численном моделировании детерминированной системы, описывае
мой уравнением (1 ) . В результате будут наблюдаться каскады переходов между 
различными типами периодических движений при = &i (колебательными 1:2, 
1:1;  вращательными 1:1 и другими), воспринимаемые как хаос.

Машинное моделирование уравнения (1) на АЦВК ГВС ”Русалка” и натурное 
моделирование на магнитной стрелке от компаса, помещенной в магнитное поле, 
подтвердили правильность полученных результатов в пределах погрешностей мо
делирования.

Автор признателен С.П. Курдюмову, Ю.П. Попову, В.А. Сарычеву и другим 
участникам семинара за обсуждение работы и полезные замечания.
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